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线性代数笔记15——矩阵空间和秩1矩阵


矩阵空间
　　矩阵空间是对向量空间的扩展，因为矩阵的本质是向量，所以与向量空

间类似，也存在矩阵空间。

　　在向量空间中，任意两个向量的加法和数乘仍然在该空间内。类似的，

所有固定大小的矩阵也组成了矩阵空间，在空间内的任意两个矩阵的加法和

数乘也在该空间内。例如，M是所有3×3矩阵构成的空间，空间内的矩阵可

以相加，也可以数乘，其结果仍然是3×3矩阵。虽然可以把它们中的两个相

乘，但是没人会那么做，因为乘法与向量空间没有关系。

　　看起来我们需要随时注意乘法的概念，线性代数中的乘法有别于中学时

代标量间的乘法。向量与一个标量相乘，被明确定义为数乘；两个相同维度

的向量间存在点积和叉乘，其写法上都与九九乘法表中的乘法类似，但是没

有定义两个向量的乘法。虽然矩阵间定义了乘法，但存在限制，只有满足

“攘外必先安内”原则的两个矩阵才能相乘。线性代数中的概念众多，学了

线性代数后，再也不能愉快地做乘法了。

　　“攘外必先安内”：AB两个矩阵相乘，必须满足A的列数等于B的行

数：

 

　　如果AB能够相乘，必须满足n = p，看起来n和p正好夹在m和q中间，

m和q在外围：

 

　　相乘的结果当然是“共同御敌，一致对外”。

　　以3×3矩阵构成的空间M为例，M一共有9个元素，M的维度是9。M的

标准基是：

矩阵的子空间
　　矩阵的子空间也是对向量子空间的扩展，矩阵子空间需要满足数乘和加

法仍处于同一集合内。
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　　矩阵空间M也有一些特殊的子空间，比如将M空间内的两个对称矩阵相

加或数乘，仍然得到对称矩阵；上三角矩阵子空间，将空间内的两个矩阵相

加或数乘，仍然得到上三角矩阵。仍然以3×3矩阵构成的空间M为例，看看

M中的几个子空间。

对称矩阵子空间

　　设M中的对称子空间是S，6个对称矩阵构成了S的标准基：

 

　　S维度是6，表示为：

上三角矩阵子空间

　　设上三角矩阵子空间是U，U的维度也是6，它的维度表示为：

 

　　很明显，上三角矩阵的基是：

 

对角矩阵子空间

　　如果一个矩阵既是对称矩阵又是上三角矩阵，则这个矩阵称为对角矩阵

(diagonal matrix)。对称矩阵是一个主对角线之外的元素皆为0的矩阵，常

写为diag（λ1, λ2,..., λn)。

　　主对角线上的元素可以为 0 或其他值，对角线上元素相等的对角矩阵

称为数量矩阵；对角线上元素全为1的对角矩阵就是单位矩阵。对角矩阵的

运算包括和、差运算、数乘运算、同阶对角阵的乘积运算，且这些运算的结

果仍为对角阵。

　　对角矩阵A：

　　数量矩阵，对称矩阵的对角元线上的元素都相等：

 

　　单位矩阵，对称矩阵的对角元线上的元素都为1：
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　　M3×3内的对称矩阵和上三角矩阵的交集是一个对角矩阵，所有对角矩

阵也构成一个子空间其维度是3：

 

　　 很明显，S∩U的标准基是：

S+U矩阵子空间

　　对于S∪U，它或者在对称矩阵子空间S中，或者在上三角矩阵子空间U

中，或者在对角矩阵子空间S∩U中。我们对S∪U不感兴趣，主要是的原因

是S∪U并不能构成子空间，可以随便举个例子：

　　可以看到，U1 + S1是个没什么特点的矩阵，它不属于S∪U，所以不符

合子空间的加法封闭性。

　　现在，我们将S∪U扩大一点，变成S + U，也就是不单独地取S和U中

的矩阵，而是取S中的任一矩阵和U中的任一矩阵，将二者相加：

 

　　其结果是整个M空间，即：

 

　　当然，S + U的维数也是M的维数：

矩阵子空间维数的关系

　　现在将上面4个矩阵子空间的维数放在一起：

 

　　可以看出：

 

秩1矩阵
　　秩1矩阵就是秩为1的矩阵，它的行空间和列空间的维度都是1：

2. Re:线性代数笔记10——矩阵的LU分解
写的很好，不过LU 分解的前提是错的，
LU分解只需要第三个条件，如果允许行
置换就是下面写到的PLU，可以分解所有
矩阵

--wiki3D
3. Re:单变量微积分笔记20——三角替换
1（sin和cos）
很nice

--尹保棕
4. Re:线性代数笔记24——微分方程和
exp(At)
有些图片挂了呢

--ccchendada
5. Re:寻找“最好”（2）——欧拉-拉格
朗日方程
提个issue，最速降线中

$ v = {2gh}^{1/2}$ 与配图不一致，建议
以起点为原点，向右伸出x轴，向下伸出y
轴建立座标系

--trustInU
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　　更进一步，秩1矩阵可以表示为一列乘以一行的形式：

　　我们之所以对秩1矩阵感兴趣，是因为可以通过秩1矩阵搭建出任意矩

阵，比如秩为4的矩阵，可以通过4个秩1矩阵搭建而成。

　　如果M是所有5×10矩阵的矩阵空间，那么一个由秩4矩阵组成的子集

是否是一个子空间？

　　当然不是，因为两个矩阵之和的秩不大于两个矩阵的秩之和。设P是M

中两个任意秩4矩阵之和，P的秩可能是5，不在秩4矩阵集合内。虽然P是两

个秩4矩阵之和，rank(P) ≤4 + 4 = 8，但由于P仍然在M5×10内，而

M5×10中的矩阵的秩不会大于5，所以rank(P)的最大值是5。同理，M中由

秩1矩阵组成的子集也不是子空间。

秩1矩阵与零空间的关系

　　假设有一个向量x，x中的分量之和为0：

　　很明显x满足零空间的条件，它是某个矩阵的零空间，这个矩阵是什么

呢？也就是说对于Ax = 0来说，A是什么？x的维数又是什么？

　　先回答最后一个，根据条件S可以确定，x的一个分量可以由另外三个

分量表示：

 

　　可见x的主变量有1个，自由变量有3个，维数是3。

　　再看零空间所属的矩阵，可以很容易判断：

 

　　A是秩1矩阵，根据《线性代数14——行空间和左零空间》空间和维数

的关系：Am×n的零空间是位于Rn下的 n – r维空间，A的零空间的维数3，x

是3维的。

　　A的列空间和行空间都是1维的：

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9703636.html
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　　A的左零空间是零向量。
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